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Se considera un flujo de un fluido viscoso alrededor de una esfera moviéndose lentamente. Se
asume que el fluido completa todo el espacio y que el flujo es estdtico. El nimero de Reynolds,
basado en la velocidad de la esfera y su didmetro, es muy pequefio comparado a la unidad asi
usamos la ecuacién de Stokes. Se deduce matemdticamente que la ley de Stokes F' = 6mRuu y
se confirma que para un flujo de Stokes sobre un objeto (esfera) no depende de su densidad,
sino solo de la velocidad #, la longitud caracteristica del objeto(esfera) R y la viscosidad del fluido . .
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I. ECUACION DE NAVIER-STOKES

La ecuacién de Navier-Stokes para flujo incompresible
con viscosidad p constante es dado por[2, Cengel-2006]
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donde D¥/Dt es la derivada material de la velocidad,
definida por
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D = gp T (V)T (2)
Si el flujo es estacionario, 9U/0t = 0 y se desprecia

los efectos gravitatorios, entonces la ecuacién de Navier-
Stokes en (1) toma la forma siguiente[l, Landau-1985]

p(T.N)T = —Vp + pAv (3)

si consideramos un fluido con nimero de Reynolds' pe-
quefio, entonces se desprecia el término ¥(V.7),% y en
consecuencia (3) se reduce a la expresién siguiente [5,
Garcia-2014]

pAT —Vp =0 (4)

Aplicando el operador rotacional a la ecuacién (4), y con-
siderando la propiedad V x Vf = 0, se obtiene

A(V X T)=0 (5)

La ecuacién (5) viene a ser la ecuacién de movimiento,
para un flujo con nimero de Reynolds pequeno, estacio-
nario e incompresible, junto con la ecuaciéon de continui-
dad que para este tipo de fluido toma la forma siguiente:

V=0 (6)
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El nimero de Reynolds Re es un pardmetro adimensional que
sirve para determinar el comportamiento de un fluido. El fluido
tendrd un comportamiento laminar si Re < 2000 y serd tur-
bulento si Re > 4000. Si las fuerzas inerciales son pequenas,
comparadas con las viscosas, entonces Re < 1.

La ecuacién de movimiento en términos del nimero de Reynolds
(Re) es escrita como: Redii/Ot + Reil. Vi = —Vp + Aii, donde
U, p, £ y T representan respectivamente la velocidad, presion,
coordenada espacial y temporal adimensionales.[3, Michel-2015]
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II. FLUJO QUE PASA ALREDEDOR DE UNA
ESFERA

Se considera una esfera en movimiento rectilineo y uni-
forme en un fluido viscoso (equivalente al problema del
movimiento de un flujo que pasa alrededor de una esfera
fija, teniendo el fluido una velocidad @ en el infinito). El
fluido estd en reposo en el infinito, mientras que la es-
fera se mueve con velocidad —u. Ademé&s de considerar
un flujo estacionario, se tiene en consideracién un flujo
que pasa rodeando una esfera fija, puesto que cuando la
esfera se mueve, la velocidad del fluido en un punto cual-
quiera del espacio varia con el tiempo [!, Landau-1985].
En un sistema de referencia ubicado en el centro de la
esfera, las condiciones de frontera son: ¥ = 0 en r = R
y ¥ — ué, cuando r — oo con —ué, es a velocidad de
la esfera en un sistema en reposo. Usaremos coordena-
das esféricas para aprovecha la simetria axigy del flujo
alrededor del eje z, Fig.(1) en consecuencia, la velocidad
y la presién solamente tendran dependencia en r y 6, y
ademads la velocidad ¢’ no tendréd componente en é.
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Figura 1. Fluido sobre una esfera

Definimos el vector @ de tal manera que esta sea cero en
el infinito, esto es

T=w+u (7)
Al aplicar la divergencia a (7) se obtiene
V.i = V.G + V.a

y teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad (6) y
considerando que la velocidad @ es constante, la ecuacién
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anterior resulta ser
V. =0 (8)

El resultado (8) se puede explotar atin més al hacer uso
de la propiedad de que la divergencia del rotacional de
una funcioén es igual a cero, i.e V.V x f = 0. Esto nos
conduce a

T=VxA (9)
Al sustituir (9) en (7) se obtiene
T=VxA+i (10)

A es un vector axial, depende solo de 7y es funcion lineal
de 4. El tinico vector axial que puede construirse para un
cuerpo con simetria total con dos vectores polares es el
producto vectorial 7 X @ |
tiene la forma

A=Vfr)xi (11)

donde f(r) se define a partir de una funcién escalar de
f'(r) y del vector unidad en la direccién del radio vector

# como Vf(r) = f'(r).7 [1, Landau-1985]. En consecuen-
cia, (9) viene a ser

x (Vf(r) x 4) (12)

Como 1 es constante, entonces Vf(r) x 4 =V X fd y
por ende la ecuacién anterior resulta ser

VxA=VxVxf(ri (13)

Al sustituir (13) en (10) obtenemos

—

T=VxVXfri+i (14)

Tomando el rotacional de (14) y haciendo uso de la iden-

tidad V x V x F = V(V.F) — AF, se obtiene

—
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Seguidamente se aplica el operador laplaciano a (15)

V x v

I
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AV x T) = =A%V x f(r)@d) (16)

Considerando (5) y sabiendo que 1 es constante, entonces
V x (fi) = f(V x @) —u x (Vf). Esto se sustituye en la
ecuacion anterior

A%(V x f(r)i)
de donde se deduce

A (Vf(r) = V(A% f(r) =0 (18)

= AXVf(r)) x@=0 (17)

, Landau-1985]. Por ende A

En primera integracién de la ecuacién (18) se obtiene
A? f(r) = constante (19)

La constante debe ser nula, puesto que la velocidad ¢
y sus derivadas debe anularse en el infinito [I, Landau-
1985]. Luego, como estamos considerando simetria esféri-
ca, el laplaciano es dado por

= e (20)
y en (19) se tiene
Nf(r) = 5 (7 SIA () = (21)
desarrollando
Lonpm+ 2L s - (22)

La ecuacién diferencial lineal (22) es una ecuacién de
Cauchy-Euler.> En consecuencia, su solucién es r™ con
m a determinarse.

d2 m+gi m 0
a2’ rdr
(m)(m—-1)+2m =0

de donde my; = 0 y me = —1. Por lo tanto, la solucién a

(22) es

A

Af(r)==+B (23)

Con A y B constantes. Debido a que la velocidad en el
infinito (r — o0) es cero, entonces B = 0, esto implica

Af(r)= A/r, por ende
d d
) () = Afr (24)
o también
d? A
)+ 2 gy =4 (25)

La ecuacién (25) es una ecuacién diferencial no-
homogénea. Las soluciones de la ecuacién homogénea son
fi(r) =1, fa(r) = 1/r. La solucién particular obtenida
por variacién de pardmetros es f, = Ar/2. Y por lo tan-
to, su solucion es dado por

A

f(r) =2

C1
- =+ 26
2 T 2 (26)

3 Toda ecuacién diferencial lineal de la forma apz™d™y/dz™ +
an—12"~1d*1/dz""1 + ... + arzdy/dx + aoy = g(x), con
An,0n—1,...,a0 constantes, se denomina ecuacion de Cauchy-
Euler.[1, Zill-2008]



Con ¢; y ¢y constantes. Considerando c; = 0 (debido
a que la velocidad viene dado como la deriva de f(r))
e introduciendo las constantes a = A/2 y b = —¢y, la
solucién a (25) es
b
fr)=ar+ (27)

Reemplazando f(r) en (14) y usando las propiedades del

célculo vectorial
7=V xV x (ar + b/r)i + @
= V.V(ar +b/r)i — Alar + b/r)i

aV.V(ri) +bV.V(@/r) + i

de donde se obtiene que la velocidad ¢ del fluido viene
dado por
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Imponiendo las condiciones en la superficie de la esfera:
en (r = R) se tiene ¥ = 0. Por lo tanto

L @@ 3ar —a)
U—a I +0b E =0
. a b :1) a

Como (29) debe ser valida para todo 7, los coeficientes
de @y #(u.7) deben anularse y en consecuencia

a b 3b a

2i 2 c1=0, 2Z_-%2_9 30

R R B R (30)
Al resolver (30), se obtiene los valores de las constantes
a =3R/4y b= R?/4. Conociendo el valor de las cons-
tantes a y b, la funcién f(r) en (27) y la velocidad ¢ en
(28) vienen a ser,

3
fr)=SRre 1 (31)
b g R | =)

4r 4r3

respectivamente. En coordenadas esféricas

3R R?
= 1 —
Up ucosﬁ( 5 + 27"3) (33)
3R R?
v usenf ( i ) (34)

Esto da la distribuciéon de velocidades alrededor de la
esfera mévil.[l, Landau-1985]

Por otro lado, al sustituir (10) en (4) y aprovechando las
identidades de los operadores, se tiene

Vp = pAvV x V x (fa)
= uA(VV.fi — TAf)
= pAVV.fi — paA>f

sabiendo que AZf (

r)
piedad vectorial V.( fﬂ') =
ecuacién anterior es

Vp = pAVV. fi
= V(uAV . fid)

= teniendo en cuenta la pro-

—

(V @) + @.(Vf) entonces la

= V(ui.VAS)
de donde se deduce que la presion estd dado por
p = p@.VAS + po (35)

donde pg es la presién en el infinito. Finalmente al susti-
tuir el valor de f(r) se obtiene

1d d 3 R3
(rz o dr(4Rr+4r))>

-/1d,3 R3
=t ¥ (g GRe - )

<l

P = po + p.

r2dr 4 4
=(1d,3_ , R

El coordenadas esféricas, la parte radial del gradiente es
V =+9/0r, y por ende

SR (36)

3d.7
b=po—H 2
Para calcular la fuerza F ejercida por el fluido movil so-
bre la esfera tomamos coordenadas esféricas con el eje
polar paralelo a ¢ y por simetria, todas las magnitudes
son funciones unicamente de r y del angulo polar 6. La
fuerza F' es paralela a la velocidad @. Tomado de (36)
la componente normal y tangencial a la superficie de la
fuerza ejercida sobre un elemento de la superficie de la
esfera y proyectando estas componentes en la direccion
de @, se encuentra [1, Landau-1985]
F = %(—pcos@ +o,,.cos0 — ol send)df  (37)
donde la integracién es realizada sobre la totalidad de
la superficie de la esfera, donde los esfuerzos cortantes
vienen dados por
/ :2M8UT o _M(18U7+%_%)
" or’ 09  or r
Al sustituir (33) y (34) se obtiene que en la superficie de
la esfera = R, los esfuerzos cortantes son

(38)
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Por otro lado, la presién p dado en (36) en r = R es

3
—R r:R: Po — ﬁucow (41)

Con los resultados (39), (40) y (41
(37)

), evaluamos la integral

2R 2R

7{( pocost + %u)df (42)

= j{( pocost) + 3 1cos?0 + 3—usenQG)df

Si tomamos, como es usual, la presién en el infinito igual
a cero , po = 0, entonces la integral (42) se reduce a

3 3
F= § (g = Sk § df (43)
por lo tanto

3
F=_—u(4rR?) = 44
2Ru( mR*) = 6w Ruu (44)

Finalmente, como la fuerza de arrastre estd dirigida en
la direccién z, entonces

F = 6mRpué. (45)

A esta formula se denomina Formula o Ley de Stokes.

IIT. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

La presién ejercida por un fluido de viscosidad p sobre
la superficie de la esfera de radio R viene dado por

Su 0
Po — ﬁucos
siendo pg la presién en el infinito.
El arrastre que actia sobre la esfera que se mueve len-
tamente en un fluido viene dado por la ley de Stokes,
matematicamente es escrita como

F =6rRuu

El arrastre es proporcional a la primera potencia de la
velocidad u y de la dimensién lineal del cuerpo R. La
dependencia del arrastre con la velocidad y la dimensién
es valida para cuerpos que se mueven lentamente, aunque
sean de otras formas. La direccion del arrastre sobre un
cuerpo de forma arbitraria no es la misma que la de la
velocidad.[], Landau-1985]

[1] L. Landau, E. Lifshitz Mecdnica de Fluidos. Vol 6. Reverté.
Barcelona, 1985.

[2] Y. Cengel, J.Cimbala Mecdnica de Fluidos Fundamentos
y aplicaciones, Mc Graw-Hill, México, 2006.

[3] Rieutord, M.Fluid Dynamics An introduction, Springer,
USA-2015.

[4] Zill, D Ecuaciones diferenciales , 3ra Ed, Mc Graw Hill,
México-2008.

[5] J. Garcia Andlisis Fisico matemdtico de la ley de Stokes
y su incidencia en el desarrollo de las teorias fisicas, Uni-
versidad Pedagdgica Nacional, 2014.



	Deducción de la Ley de Stokes
	Resumen
	Ecuación de Navier-Stokes
	Flujo que pasa alrededor de una esfera
	Resultados y Conclusiones
	Referencias


